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Îïðåäåëåíèå ìàòðè÷íîãî ðàñïðåäåëeíèÿ ìåòðè÷åñêîé
òðîéêè

(X , µ, ρ) (ìåðà µ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâûðîæäåííîé)

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ òî÷åê ξ1, ξ2, . . . ðàñïðåäåëåííûõ íà X ïî ìåðå µ, è
îòîáðàæåíèå

F : X∞ → M∞(R+) :

F ({ξ1, ξ2, . . . }) = ||ρ(ξi , ξj)||{i ,j}

F -îáðàç ìåðû Áåðíóëëè µ∞ ïðè îòîáðàæåíèè íà ïðîñòðàíñòâî

Mat∞(R+) íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

ìåòðè÷åñêîé òðîéêè D(X ,µ,ρ).



Îïðåäåëåíèå ìàòðè÷íîãî ðàñïðåäåëeíèÿ ìåòðè÷åñêîé
òðîéêè

(X , µ, ρ) (ìåðà µ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâûðîæäåííîé)

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ òî÷åê ξ1, ξ2, . . . ðàñïðåäåëåííûõ íà X ïî ìåðå µ, è
îòîáðàæåíèå

F : X∞ → M∞(R+) :

F ({ξ1, ξ2, . . . }) = ||ρ(ξi , ξj)||{i ,j}
F -îáðàç ìåðû Áåðíóëëè µ∞ ïðè îòîáðàæåíèè íà ïðîñòðàíñòâî

Mat∞(R+) íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

ìåòðè÷åñêîé òðîéêè D(X ,µ,ρ).



Òåîðåìà î ïîëíîé ñèñòåìå èíâàðèàíòîâ ìåòðè÷åñêèõ
òðîåê (mm-ïðîñòðàíòñòâ)

Theorem

(Ãðîìîâ-Âåðøèê) Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, êàê âåðîÿòíîñòíàÿ

ìåðà íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äèñòàíöèîííûõ ìàòðèö, åñòü

ïîëíûé èíâàðèàíò èçîìîðôèçìà ìåòðè÷åñêîé òðîéêè).

Lemma

1.Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ëþáîé ìåòðè÷åñêîé òðîéêè ñ

íåâûðîæäåííîé íåïðåðûâíîé ìåðîé åñòü èíâàðèàòíàÿ

îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïâ, ýðãîäè÷åñêè

äåéñòâóþùåé íà ìàòðèöàõ îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêîé ñòðîê

è ñòîëáöîâ;



Òåîðåìà î ïîëíîé ñèñòåìå èíâàðèàíòîâ ìåòðè÷åñêèõ
òðîåê (mm-ïðîñòðàíòñòâ)

Theorem

(Ãðîìîâ-Âåðøèê) Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, êàê âåðîÿòíîñòíàÿ

ìåðà íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äèñòàíöèîííûõ ìàòðèö, åñòü

ïîëíûé èíâàðèàíò èçîìîðôèçìà ìåòðè÷åñêîé òðîéêè).

Lemma

1.Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ëþáîé ìåòðè÷åñêîé òðîéêè ñ

íåâûðîæäåííîé íåïðåðûâíîé ìåðîé åñòü èíâàðèàòíàÿ

îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïâ, ýðãîäè÷åñêè

äåéñòâóþùåé íà ìàòðèöàõ îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêîé ñòðîê

è ñòîëáöîâ;



Òåîðåìà î ïîëíîé ñèñòåìå èíâàðèàíòîâ ìåòðè÷åñêèõ
òðîåê (mm-ïðîñòðàíòñòâ)

Theorem

(Ãðîìîâ-Âåðøèê) Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, êàê âåðîÿòíîñòíàÿ

ìåðà íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äèñòàíöèîííûõ ìàòðèö, åñòü

ïîëíûé èíâàðèàíò èçîìîðôèçìà ìåòðè÷åñêîé òðîéêè).

Lemma

1.Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ëþáîé ìåòðè÷åñêîé òðîéêè ñ

íåâûðîæäåííîé íåïðåðûâíîé ìåðîé åñòü èíâàðèàòíàÿ

îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïâ, ýðãîäè÷åñêè

äåéñòâóþùåé íà ìàòðèöàõ îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêîé ñòðîê

è ñòîëáöîâ;



Ïðîäîëæåíèå

Lemma

(Âîññòàíîâëåíèå òðîéêè ïî ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ)

Äâà äîêàçàòåëüñòâà.

Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé:

à) ïðîñòûå ìåðû;

á) ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ ýíòðîïèé êîíå÷íûõ ìèíîðîâ.

3.Ìåðà íà M∞(R+), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýêâèâàëåíòíûì

óñëîâèÿì à) è á), ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

íåêîòîðîé ìåòðè÷åñêîé òðîéêè.



Ïðîäîëæåíèå

Lemma

(Âîññòàíîâëåíèå òðîéêè ïî ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ)

Äâà äîêàçàòåëüñòâà.

Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé:

à) ïðîñòûå ìåðû;

á) ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ ýíòðîïèé êîíå÷íûõ ìèíîðîâ.

3.Ìåðà íà M∞(R+), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýêâèâàëåíòíûì

óñëîâèÿì à) è á), ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

íåêîòîðîé ìåòðè÷åñêîé òðîéêè.



Ïðîäîëæåíèå

Lemma

(Âîññòàíîâëåíèå òðîéêè ïî ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ)

Äâà äîêàçàòåëüñòâà.

Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé:

à) ïðîñòûå ìåðû;

á) ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ ýíòðîïèé êîíå÷íûõ ìèíîðîâ.

3.Ìåðà íà M∞(R+), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýêâèâàëåíòíûì

óñëîâèÿì à) è á), ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

íåêîòîðîé ìåòðè÷åñêîé òðîéêè.



Ïðîäîëæåíèå

Lemma

(Âîññòàíîâëåíèå òðîéêè ïî ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ)

Äâà äîêàçàòåëüñòâà.

Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé:

à) ïðîñòûå ìåðû;

á) ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ ýíòðîïèé êîíå÷íûõ ìèíîðîâ.

3.Ìåðà íà M∞(R+), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýêâèâàëåíòíûì

óñëîâèÿì à) è á), ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

íåêîòîðîé ìåòðè÷åñêîé òðîéêè.



Ïðîäîëæåíèå

Lemma

(Âîññòàíîâëåíèå òðîéêè ïî ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ)

Äâà äîêàçàòåëüñòâà.

Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé:

à) ïðîñòûå ìåðû;

á) ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ ýíòðîïèé êîíå÷íûõ ìèíîðîâ.

3.Ìåðà íà M∞(R+), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýêâèâàëåíòíûì

óñëîâèÿì à) è á), ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

íåêîòîðîé ìåòðè÷åñêîé òðîéêè.



Ïðîäîëæåíèå

Lemma

(Âîññòàíîâëåíèå òðîéêè ïî ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ)

Äâà äîêàçàòåëüñòâà.

Äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé:

à) ïðîñòûå ìåðû;

á) ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ ýíòðîïèé êîíå÷íûõ ìèíîðîâ.

3.Ìåðà íà M∞(R+), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýêâèâàëåíòíûì

óñëîâèÿì à) è á), ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

íåêîòîðîé ìåòðè÷åñêîé òðîéêè.



Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê ìåòðè÷åñêèõ òðîåê ïî
ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ

.

Ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêóþ òðîéêó (X , µ, ρ), µ-íåâûðîæäåííàÿ
ìåðà.

H(X ,µ,ρ)(ϵ) ∼ h(ϵ) ∈ N−−−
Ýòî � öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ H íà (0, 1), íàçûâàåìàÿ
mm-ýíòðîïèåé òðîéêè:

h : (0, 1) → N,

H(X ,µ,ρ)(ϵ) = h(ϵ) = {min k : µ(
k⋃

i=1

Bi ) > 1− ϵ},

ãäå B1,B2, ...Bk - øàðû ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ.
(×èñëî øàðîâ ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ èìåò
ìåðó íå ìåíüøóþ 1− ϵ).
Ýòî ëåììà èç ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ìåðû(!) Èñòîðèÿ: Øåííîí

� Êîëìîãîðîâ �Ýíòðîïèÿ �Àâòîð.



Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê ìåòðè÷åñêèõ òðîåê ïî
ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ

.

Ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêóþ òðîéêó (X , µ, ρ), µ-íåâûðîæäåííàÿ
ìåðà.

H(X ,µ,ρ)(ϵ) ∼ h(ϵ) ∈ N−−−
Ýòî � öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ H íà (0, 1), íàçûâàåìàÿ
mm-ýíòðîïèåé òðîéêè:

h : (0, 1) → N,

H(X ,µ,ρ)(ϵ) = h(ϵ) = {min k : µ(
k⋃

i=1

Bi ) > 1− ϵ},

ãäå B1,B2, ...Bk - øàðû ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ.
(×èñëî øàðîâ ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ èìåò
ìåðó íå ìåíüøóþ 1− ϵ).
Ýòî ëåììà èç ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ìåðû(!) Èñòîðèÿ: Øåííîí

� Êîëìîãîðîâ �Ýíòðîïèÿ �Àâòîð.



Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê ìåòðè÷åñêèõ òðîåê ïî
ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ

.

Ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêóþ òðîéêó (X , µ, ρ), µ-íåâûðîæäåííàÿ
ìåðà.

H(X ,µ,ρ)(ϵ) ∼ h(ϵ) ∈ N−−−

Ýòî � öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ H íà (0, 1), íàçûâàåìàÿ
mm-ýíòðîïèåé òðîéêè:

h : (0, 1) → N,

H(X ,µ,ρ)(ϵ) = h(ϵ) = {min k : µ(
k⋃

i=1

Bi ) > 1− ϵ},

ãäå B1,B2, ...Bk - øàðû ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ.
(×èñëî øàðîâ ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ èìåò
ìåðó íå ìåíüøóþ 1− ϵ).
Ýòî ëåììà èç ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ìåðû(!) Èñòîðèÿ: Øåííîí

� Êîëìîãîðîâ �Ýíòðîïèÿ �Àâòîð.



Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê ìåòðè÷åñêèõ òðîåê ïî
ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ

.

Ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêóþ òðîéêó (X , µ, ρ), µ-íåâûðîæäåííàÿ
ìåðà.

H(X ,µ,ρ)(ϵ) ∼ h(ϵ) ∈ N−−−
Ýòî � öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ H íà (0, 1), íàçûâàåìàÿ
mm-ýíòðîïèåé òðîéêè:

h : (0, 1) → N,

H(X ,µ,ρ)(ϵ) = h(ϵ) = {min k : µ(
k⋃

i=1

Bi ) > 1− ϵ},

ãäå B1,B2, ...Bk - øàðû ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ.
(×èñëî øàðîâ ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ èìåò
ìåðó íå ìåíüøóþ 1− ϵ).
Ýòî ëåììà èç ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ìåðû(!) Èñòîðèÿ: Øåííîí

� Êîëìîãîðîâ �Ýíòðîïèÿ �Àâòîð.



Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê ìåòðè÷åñêèõ òðîåê ïî
ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ

.

Ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêóþ òðîéêó (X , µ, ρ), µ-íåâûðîæäåííàÿ
ìåðà.

H(X ,µ,ρ)(ϵ) ∼ h(ϵ) ∈ N−−−
Ýòî � öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ H íà (0, 1), íàçûâàåìàÿ
mm-ýíòðîïèåé òðîéêè:

h : (0, 1) → N,

H(X ,µ,ρ)(ϵ) = h(ϵ) = {min k : µ(
k⋃

i=1

Bi ) > 1− ϵ},

ãäå B1,B2, ...Bk - øàðû ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ.
(×èñëî øàðîâ ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ èìåò
ìåðó íå ìåíüøóþ 1− ϵ).

Ýòî ëåììà èç ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ìåðû(!) Èñòîðèÿ: Øåííîí

� Êîëìîãîðîâ �Ýíòðîïèÿ �Àâòîð.



Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê ìåòðè÷åñêèõ òðîåê ïî
ìàòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ

.

Ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêóþ òðîéêó (X , µ, ρ), µ-íåâûðîæäåííàÿ
ìåðà.

H(X ,µ,ρ)(ϵ) ∼ h(ϵ) ∈ N−−−
Ýòî � öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ H íà (0, 1), íàçûâàåìàÿ
mm-ýíòðîïèåé òðîéêè:

h : (0, 1) → N,

H(X ,µ,ρ)(ϵ) = h(ϵ) = {min k : µ(
k⋃

i=1

Bi ) > 1− ϵ},

ãäå B1,B2, ...Bk - øàðû ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ.
(×èñëî øàðîâ ðàäèóñà íå áîëüøå ϵ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ èìåò
ìåðó íå ìåíüøóþ 1− ϵ).
Ýòî ëåììà èç ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ìåðû(!) Èñòîðèÿ: Øåííîí

� Êîëìîãîðîâ �Ýíòðîïèÿ �Àâòîð.



ÌÀÑØÒÀÁÈÐÎÂÀÍÍÀß ÝÍÒÐÎÏÈß

Àñèìïòîòèêà ôóíêöèè H â îêðåñòíîñòè ϵ = 0 åñòü îäèí èç

ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ mm-ïðîñòðàíñòâà (Øåííîí-'948,

AÂ-2008).

Îñíîâíîå íàáëþäåíèå: àñèìïòîòèêà íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé

ìåòðèêè è ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èíâàïèàíòîì äèíàìèêè.



ÌÀÑØÒÀÁÈÐÎÂÀÍÍÀß ÝÍÒÐÎÏÈß

Àñèìïòîòèêà ôóíêöèè H â îêðåñòíîñòè ϵ = 0 åñòü îäèí èç

ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ mm-ïðîñòðàíñòâà (Øåííîí-'948,

AÂ-2008).

Îñíîâíîå íàáëþäåíèå: àñèìïòîòèêà íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé

ìåòðèêè è ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èíâàïèàíòîì äèíàìèêè.
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Äèíàìèêà ìåòðèê. Îñíîâíàÿ èäåÿ: ñòàòñóììà ìåòðèê

(X , µ, ρ) � ìåòðè÷åñêàÿ òðîéêà.

Ïóñòü àâòîìîðôçèçì (X ,mu), ñîõðàíÿþùèé ìåðó. Ðàññìîòðèì

ñäâèãè ìåòðèêè ρ ρT (x , y ≡ ρ1)(x , y) = ρ)(Tx ,Ty), ρn(x , y) =
ρ(T nx ,T ny), n = 1, 2, . . .
Îáðàçóåì ñòàòñóììó ìåòðèê, çàâèñÿùèõ îò z

ΩT (ρ, z) ≡ ΩT (z) = (1− z)
∞∑
n=0

znρ(T nx ,T ny), z ∈ [0, 1).

Çàäà÷à ñîñòîò â èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåòðèêè

ïðè z → 1. Â ÷àñòíîñòè, êàêàÿ èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæèòñÿ â

ñòðóå ìåòðèêè ΩT (ρ, z) â òî÷êå z = 1.



Äèíàìèêà ìåòðèê. Îñíîâíàÿ èäåÿ: ñòàòñóììà ìåòðèê

(X , µ, ρ) � ìåòðè÷åñêàÿ òðîéêà.

Ïóñòü àâòîìîðôçèçì (X ,mu), ñîõðàíÿþùèé ìåðó. Ðàññìîòðèì

ñäâèãè ìåòðèêè ρ ρT (x , y ≡ ρ1)(x , y) = ρ)(Tx ,Ty), ρn(x , y) =
ρ(T nx ,T ny), n = 1, 2, . . .
Îáðàçóåì ñòàòñóììó ìåòðèê, çàâèñÿùèõ îò z

ΩT (ρ, z) ≡ ΩT (z) = (1− z)
∞∑
n=0

znρ(T nx ,T ny), z ∈ [0, 1).

Çàäà÷à ñîñòîò â èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåòðèêè

ïðè z → 1. Â ÷àñòíîñòè, êàêàÿ èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæèòñÿ â

ñòðóå ìåòðèêè ΩT (ρ, z) â òî÷êå z = 1.



Äèíàìèêà ìåòðèê. Îñíîâíàÿ èäåÿ: ñòàòñóììà ìåòðèê

(X , µ, ρ) � ìåòðè÷åñêàÿ òðîéêà.

Ïóñòü àâòîìîðôçèçì (X ,mu), ñîõðàíÿþùèé ìåðó. Ðàññìîòðèì

ñäâèãè ìåòðèêè ρ ρT (x , y ≡ ρ1)(x , y) = ρ)(Tx ,Ty), ρn(x , y) =
ρ(T nx ,T ny), n = 1, 2, . . .

Îáðàçóåì ñòàòñóììó ìåòðèê, çàâèñÿùèõ îò z

ΩT (ρ, z) ≡ ΩT (z) = (1− z)
∞∑
n=0

znρ(T nx ,T ny), z ∈ [0, 1).

Çàäà÷à ñîñòîò â èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåòðèêè

ïðè z → 1. Â ÷àñòíîñòè, êàêàÿ èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæèòñÿ â

ñòðóå ìåòðèêè ΩT (ρ, z) â òî÷êå z = 1.



Äèíàìèêà ìåòðèê. Îñíîâíàÿ èäåÿ: ñòàòñóììà ìåòðèê

(X , µ, ρ) � ìåòðè÷åñêàÿ òðîéêà.

Ïóñòü àâòîìîðôçèçì (X ,mu), ñîõðàíÿþùèé ìåðó. Ðàññìîòðèì

ñäâèãè ìåòðèêè ρ ρT (x , y ≡ ρ1)(x , y) = ρ)(Tx ,Ty), ρn(x , y) =
ρ(T nx ,T ny), n = 1, 2, . . .
Îáðàçóåì ñòàòñóììó ìåòðèê, çàâèñÿùèõ îò z

ΩT (ρ, z) ≡ ΩT (z) = (1− z)
∞∑
n=0

znρ(T nx ,T ny), z ∈ [0, 1).

Çàäà÷à ñîñòîò â èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåòðèêè

ïðè z → 1. Â ÷àñòíîñòè, êàêàÿ èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæèòñÿ â

ñòðóå ìåòðèêè ΩT (ρ, z) â òî÷êå z = 1.



Îïðåäåëåíèå ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè
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Ïðîäîëæåíèå
Ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé, åñëè ñîâîêóïíîñòü å¼

ñäâèãîâ ðàçäåëÿåò òî÷êè.

Theorem

(Òåîðåìà-îïðåäåëåíèå).

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîðîæäàþùèõ ìåòðèê äàííîãî àâòîìîðôèçìà

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ýíòðîïèè ñîâïàäàþò è íàûâåòñÿ

ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèåé.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Φ(z) ∼ (1− z)−1 ïðè z → 1, òî
ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî

íîðìèðîâêè ñ êîëìîãîðîâñêîé ýíòðîïèåé.

Ëþáîé ïðîæóòî÷íûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðÿäêîâ ðîñòà

ìåæäó ëèíåéíûì ((1− z)−1) è îãðàíè÷åííîñòüþ ðåàëèçóåòñÿ

äëÿ íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà. Îãðàíè÷åííîñòü ðîñòà åñòü

íåîáõîäèìîå è äîìòàòî÷íîå óñëîâèÿ äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà

àâòîìîðôèçìà.

Òàêîå æå îïðåäåëåíèå ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè ìîæåò áûòü

äàíî äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ãðóïïû àâòîìîðôèýìîâ. ÎÁÇÎÐ Â

"ÓÑÏÅÕÀÕ: À.Âåðøèê, Ï.Çàòèöêèé, Ã.Âåïðåâ.
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íîðìèðîâêè ñ êîëìîãîðîâñêîé ýíòðîïèåé.

Ëþáîé ïðîæóòî÷íûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðÿäêîâ ðîñòà

ìåæäó ëèíåéíûì ((1− z)−1) è îãðàíè÷åííîñòüþ ðåàëèçóåòñÿ

äëÿ íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà. Îãðàíè÷åííîñòü ðîñòà åñòü

íåîáõîäèìîå è äîìòàòî÷íîå óñëîâèÿ äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà

àâòîìîðôèçìà.

Òàêîå æå îïðåäåëåíèå ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè ìîæåò áûòü

äàíî äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ãðóïïû àâòîìîðôèýìîâ. ÎÁÇÎÐ Â

"ÓÑÏÅÕÀÕ: À.Âåðøèê, Ï.Çàòèöêèé, Ã.Âåïðåâ.



Êàòàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ìåòðèêà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû êàê

êàòàëèçàòîð èíâàðèàíòîâ.

Êàòàëèçaòîð � õèìè÷åñêîå âåùåñòâî, óñêîðÿþùåå

ðåàêöèþ, íî íå ðàñõîäóþùååñÿ â ïðîöåññå ðåàêöèè

Â îïðåäåëåíèè ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè à÷íà÷àëà

ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ìåòðèê íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è å¼ õàðàêòåðèñòèêà �

ýïñèëîí-ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè, íî â êîíöå êîíöîâ

ïðåäåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà óæå íå çàâèñèò îò âûáîðà

íà÷àëüíîé ìåòðèêè (ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ê

ïîñëåäíåé). È ìû ïîëó÷àåì èíâàðèàíò äèíàìèêè. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, îïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû áåç ó÷àñòèÿ ìåòðèêè

äîâîëüíî ñëîæíî è äàæå íååñòåñòâåííî, õîòÿ è âîçìîæíî. Ò.å.

ìåòðèêà � êàòàëèçàòîð! Ïåðåìåííàÿ ìåòðèêà óòî÷íÿåò

èçâåñòíóþ êîíöåïöèþ îáðàçóùèõ â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè.



Êàòàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ìåòðèêà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû êàê

êàòàëèçàòîð èíâàðèàíòîâ.

Êàòàëèçaòîð � õèìè÷åñêîå âåùåñòâî, óñêîðÿþùåå

ðåàêöèþ, íî íå ðàñõîäóþùååñÿ â ïðîöåññå ðåàêöèè

Â îïðåäåëåíèè ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè à÷íà÷àëà

ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ìåòðèê íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è å¼ õàðàêòåðèñòèêà �

ýïñèëîí-ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè, íî â êîíöå êîíöîâ

ïðåäåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà óæå íå çàâèñèò îò âûáîðà

íà÷àëüíîé ìåòðèêè (ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ê

ïîñëåäíåé). È ìû ïîëó÷àåì èíâàðèàíò äèíàìèêè. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, îïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû áåç ó÷àñòèÿ ìåòðèêè

äîâîëüíî ñëîæíî è äàæå íååñòåñòâåííî, õîòÿ è âîçìîæíî. Ò.å.

ìåòðèêà � êàòàëèçàòîð! Ïåðåìåííàÿ ìåòðèêà óòî÷íÿåò

èçâåñòíóþ êîíöåïöèþ îáðàçóùèõ â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè.



Êàòàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ìåòðèêà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû êàê

êàòàëèçàòîð èíâàðèàíòîâ.

Êàòàëèçaòîð � õèìè÷åñêîå âåùåñòâî, óñêîðÿþùåå

ðåàêöèþ, íî íå ðàñõîäóþùååñÿ â ïðîöåññå ðåàêöèè

Â îïðåäåëåíèè ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè à÷íà÷àëà

ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ìåòðèê íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è å¼ õàðàêòåðèñòèêà �

ýïñèëîí-ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè, íî â êîíöå êîíöîâ

ïðåäåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà óæå íå çàâèñèò îò âûáîðà

íà÷àëüíîé ìåòðèêè (ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ê

ïîñëåäíåé). È ìû ïîëó÷àåì èíâàðèàíò äèíàìèêè. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, îïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû áåç ó÷àñòèÿ ìåòðèêè

äîâîëüíî ñëîæíî è äàæå íååñòåñòâåííî, õîòÿ è âîçìîæíî. Ò.å.

ìåòðèêà � êàòàëèçàòîð! Ïåðåìåííàÿ ìåòðèêà óòî÷íÿåò

èçâåñòíóþ êîíöåïöèþ îáðàçóùèõ â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè.



Êàòàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ìåòðèêà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû êàê

êàòàëèçàòîð èíâàðèàíòîâ.

Êàòàëèçaòîð � õèìè÷åñêîå âåùåñòâî, óñêîðÿþùåå

ðåàêöèþ, íî íå ðàñõîäóþùååñÿ â ïðîöåññå ðåàêöèè

Â îïðåäåëåíèè ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè à÷íà÷àëà

ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ìåòðèê íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è å¼ õàðàêòåðèñòèêà �

ýïñèëîí-ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè, íî â êîíöå êîíöîâ

ïðåäåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà óæå íå çàâèñèò îò âûáîðà

íà÷àëüíîé ìåòðèêè (ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ê

ïîñëåäíåé). È ìû ïîëó÷àåì èíâàðèàíò äèíàìèêè. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, îïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû áåç ó÷àñòèÿ ìåòðèêè

äîâîëüíî ñëîæíî è äàæå íååñòåñòâåííî, õîòÿ è âîçìîæíî. Ò.å.

ìåòðèêà � êàòàëèçàòîð!

Ïåðåìåííàÿ ìåòðèêà óòî÷íÿåò

èçâåñòíóþ êîíöåïöèþ îáðàçóùèõ â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè.



Êàòàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ìåòðèêà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû êàê

êàòàëèçàòîð èíâàðèàíòîâ.

Êàòàëèçaòîð � õèìè÷åñêîå âåùåñòâî, óñêîðÿþùåå

ðåàêöèþ, íî íå ðàñõîäóþùååñÿ â ïðîöåññå ðåàêöèè

Â îïðåäåëåíèè ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè à÷íà÷àëà

ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ìåòðèê íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è å¼ õàðàêòåðèñòèêà �

ýïñèëîí-ýíòðîïèÿ ìåòðè÷åñêîé òðîéêè, íî â êîíöå êîíöîâ

ïðåäåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà óæå íå çàâèñèò îò âûáîðà

íà÷àëüíîé ìåòðèêè (ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ê

ïîñëåäíåé). È ìû ïîëó÷àåì èíâàðèàíò äèíàìèêè. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, îïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû áåç ó÷àñòèÿ ìåòðèêè

äîâîëüíî ñëîæíî è äàæå íååñòåñòâåííî, õîòÿ è âîçìîæíî. Ò.å.

ìåòðèêà � êàòàëèçàòîð! Ïåðåìåííàÿ ìåòðèêà óòî÷íÿåò

èçâåñòíóþ êîíöåïöèþ îáðàçóùèõ â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè.



Ïðîåêòû

Êàêèå åñòü äðóãèå êàòàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû, êðîìå

ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè ò.å. òàêèå, êîòîðûå â êîíöå êîíöîâ

íå çàâèñÿò îò ìåòðèêè, èëè äàæå çàâèñÿò, íî â îòíîñèòåëüíî

øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ìåòðèêó? Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èõ

ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ÷àñòè÷íûìè èíâàðèàíòàìè.

Ê ñîæàëåíèþ íèêàêèõ äðóãèõ âû÷èñëèìûõ èíâàðèàíòîâ

ìåòðèêè, êðîìå ýíòðîïèè ïîêà íåèçâåñòíî. Ýíòðîïèÿ

ìåòðè÷åñêîé òðîéêè äàåò ëèøü ìîùíîñòíóþ õàðàêòåðèñòèêó

àïïðîêñèìàöèè ìåòðè÷åêîãî ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûìè, íî

íåñîìíåííî, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü õàðàêòåðèñòèêè (âêëþ÷àÿ

÷èñëåííûå), êîòîðûå èçìåðÿþò èíóþ ñëîæíîñòü

àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàòàëèòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî ìåòðèêó, íî è äðóãèå

äîïîëíèòåëüíûå ñòðóêòóðû íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â òîì

ñëó÷àå, åñëè ýòè ñòðóêòóðû èìåþò âû÷èñëèìûå èíâàðèàíòû,

âðîäå ýíòðîïèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Íî àâòîð

ïîêà íå çíàåò òàêèõ ïðèìåðîâ.



Ïðîåêòû

Êàêèå åñòü äðóãèå êàòàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû, êðîìå

ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè ò.å. òàêèå, êîòîðûå â êîíöå êîíöîâ

íå çàâèñÿò îò ìåòðèêè, èëè äàæå çàâèñÿò, íî â îòíîñèòåëüíî

øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ìåòðèêó? Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èõ

ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ÷àñòè÷íûìè èíâàðèàíòàìè.

Ê ñîæàëåíèþ íèêàêèõ äðóãèõ âû÷èñëèìûõ èíâàðèàíòîâ

ìåòðèêè, êðîìå ýíòðîïèè ïîêà íåèçâåñòíî. Ýíòðîïèÿ

ìåòðè÷åñêîé òðîéêè äàåò ëèøü ìîùíîñòíóþ õàðàêòåðèñòèêó

àïïðîêñèìàöèè ìåòðè÷åêîãî ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûìè, íî

íåñîìíåííî, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü õàðàêòåðèñòèêè (âêëþ÷àÿ

÷èñëåííûå), êîòîðûå èçìåðÿþò èíóþ ñëîæíîñòü

àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàòàëèòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî ìåòðèêó, íî è äðóãèå

äîïîëíèòåëüíûå ñòðóêòóðû íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â òîì

ñëó÷àå, åñëè ýòè ñòðóêòóðû èìåþò âû÷èñëèìûå èíâàðèàíòû,

âðîäå ýíòðîïèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Íî àâòîð

ïîêà íå çíàåò òàêèõ ïðèìåðîâ.



Ïðîåêòû

Êàêèå åñòü äðóãèå êàòàëèòè÷åñêèå èíâàðèàíòû, êðîìå

ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè ò.å. òàêèå, êîòîðûå â êîíöå êîíöîâ

íå çàâèñÿò îò ìåòðèêè, èëè äàæå çàâèñÿò, íî â îòíîñèòåëüíî

øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ìåòðèêó? Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èõ

ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ÷àñòè÷íûìè èíâàðèàíòàìè.

Ê ñîæàëåíèþ íèêàêèõ äðóãèõ âû÷èñëèìûõ èíâàðèàíòîâ

ìåòðèêè, êðîìå ýíòðîïèè ïîêà íåèçâåñòíî. Ýíòðîïèÿ

ìåòðè÷åñêîé òðîéêè äàåò ëèøü ìîùíîñòíóþ õàðàêòåðèñòèêó

àïïðîêñèìàöèè ìåòðè÷åêîãî ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûìè, íî

íåñîìíåííî, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü õàðàêòåðèñòèêè (âêëþ÷àÿ

÷èñëåííûå), êîòîðûå èçìåðÿþò èíóþ ñëîæíîñòü

àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàòàëèòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî ìåòðèêó, íî è äðóãèå

äîïîëíèòåëüíûå ñòðóêòóðû íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â òîì

ñëó÷àå, åñëè ýòè ñòðóêòóðû èìåþò âû÷èñëèìûå èíâàðèàíòû,

âðîäå ýíòðîïèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Íî àâòîð

ïîêà íå çíàåò òàêèõ ïðèìåðîâ.



Ìàòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå åñòü ìåðà íà áåñêîíå÷íûõ ìàòðèöàõ,

èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ñòðîê è

ñòîëáöîâ. Çàïàñ âñåõ òàêèõ ìåð îïèñàí Îëäîñîì è äîâîëüíî

ñëîæåí.

Òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìàòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ìåðû â

ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö. Ñëåäóþùåå óñëîâèå íàðÿäó ñ

èíâàðàíòíîòüþ è ýðãîäè÷íîñòüþ îòíîñèòåëüíîì ãðóïïû

îäíîâðåìåííûõ ïîäñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ âûäåëÿåò òàêèå

ìåðû.



Ìàòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå åñòü ìåðà íà áåñêîíå÷íûõ ìàòðèöàõ,

èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ñòðîê è

ñòîëáöîâ. Çàïàñ âñåõ òàêèõ ìåð îïèñàí Îëäîñîì è äîâîëüíî

ñëîæåí.

Òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìàòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ìåðû â

ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö. Ñëåäóþùåå óñëîâèå íàðÿäó ñ

èíâàðàíòíîòüþ è ýðãîäè÷íîñòüþ îòíîñèòåëüíîì ãðóïïû

îäíîâðåìåííûõ ïîäñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ âûäåëÿåò òàêèå

ìåðû.



Ìàòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå åñòü ìåðà íà áåñêîíå÷íûõ ìàòðèöàõ,
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Ïðåäåëüíûå ñïåêòðû ìàòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ (èëè

ýðìèòîâûõ) ìàòðèö è âåðîÿòíîòñíóþ ìåðó íà òàêèõ ìàòðèöàõ.

Ïóñòü λn
1 ≤ λn

2 ≤ · · · ≤ λn
n

� óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (ñëó÷àéíûõ, âåùåñòâåííûõ)

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìèíîðà ìàòðèöû ïîðÿäêà n, à Λn èõ

ðàñïðåäåëåíèå.

Ñëàáûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð Λn â ïðîñòðàíñòâå ìåð

íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé (åñëè îí ñóùåñòâóåò) íàçûâàåòñÿ

ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì èñõîäíîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû.

Èíîãäà, ýòîò ïðåäåë åñòü äåëüòà-ìåðà, íà íåêîòîðîì

ðàñïðåäåëåíèè, òîãäà ïðåäåëüíûé ñïåêòð íàçâàåòñÿ
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(ÿäðî) êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìà (Êîë÷èíñêèé). Íî åñëè ÿäðî

ëèøò=ü èíòåãðèðóåìî, òî ïðåäåëüíîé ìåðîé íå ìîæåò áûòü

äåëüòà-ìåðà (Âåðèøê-Ïåòðîâ-ÔÀ. 2023), Ìíîãèå âîïðîñû

îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.
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